
١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ١ 

 فصل اول 
  ها دنباله
 

ها به نوعي ما را براي درك حد  دنباله.دهيم ها  را مورد بررسي قرار مي در اين فصل مفهوم دنباله
ها براي تعريف  سري. كنيم ها را تعريف مي هاست كه سري كنند و نيز به كمك دنباله توابع آماده مي

هاي ما در حساب ديفرانسيل و انتگرال،  توانند مفيد باشند و با افزايش دانسته انتگرال معين مي
 .ها را خواهيم شناخت ها و سري هاي فراواني از دنباله كاربرد

 

 ها  دنباله ١ . ١
 

11مثلاً، تصاعد حسابي با جملة اول. هاي عددي هستند هاي حسابي، مثالهايي از دنباله تصاعد =a و 
,1 دنبالة عددي نامتناهي به شكل  يكd=1قدر نسبت  2,3,..., ,...nبه طريق مشابه، اگر .   است

11تصاعد هندسي با جملة اول  =a و قدر نسبت 
2
1

=q را درنظر بگيريم، يعني تصاعد هندسي به 

1شكل 
1 1 11, , ,..., ,...
2 4 2n  . اينك تعريف كلي. مي آوريم نيز يك دنبالة نامتناهي به دست −

 آن مجموعة اعداد )حوزه تعريف ( كه دامنةa  يك دنبالة نامتناهي تابعي است مانند:تعريف
  :توان نوشت مي پس.  استRاي از اعداد حقيقي  آن زير مجموعه)حوزه مقادير (طبيعي و برد

RNa →:.  
) ، يعني n در عدد طبيعيaمقدار تابع )naرا با ،naدنباله جملة عموميدهيم و آن را   نمايش مي 

 را به صورت اختصاري با استفاده از جملة aدهيم كه چگونه دنبالة اكنون توضيح مي. ناميم مي
}عمومي با  }naتوانيم بنويسيم بنابر تعريف تابع در نظرية مجموعه ها مي. دهند  نمايش مي 

( )( ){ },a n a n n N= ∈ 
)و گفتيم كه )naرا با naپسدهيم  نمايش مي ، 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ },...,,...,,2,,1, 21 nn anaaNnana =∈= 
 است، معمولاً در نمايش دنباله از نوشتن Nها مجموعة اعداد طبيعي از آنجايي كه دامنة دنباله

 نويسيم لذا مي. كنند عضوهاي دامنه خودداري مي
{ } { },...,,..., 21 nn aaaNnaa =∈= 

}نويسيم گيرد، مي ورت نيز جاي زيادي را ميو به دليل آنكه نوشتن بدين ص } 1n na a ∞

=
و يا  =

{ }naa =. 
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 ٢ 

} از علامت اختصاري aبا توجه به توضيح بالا است كه در سراسر كتاب براي دنبالة }na استفاده 
 .كنيم مي

 

 يك دنباله با جملة عمومي f  اگر :١مثال
12 +

=
n
nfnباشد، آنگاه داريم  

( ) ( ) ( ) ,...
9
44,

7
33,

5
22,

3
1

1 ==== ffff 

...,نويسيم كه مي
12

,...,
7
3,

5
2,

3
1

+n
n. 

 .به مثال زير توجه كنيد. ما بايستي بين جملات يك دنباله و خود دنبالة تميزقايل شويم 
 

ت دنبالة  جملا :٢مثال 








n
 .هاي اعداد طبيعي هستند  وارون1

( )1;...1;...;
3
1;

2
1;1

n
 

 

      آنای اي كه بر دنباله






+

=

2
2

1

n
fn  

)داراي جملات )2  1 1 11, ,1, ,1, ,...
2 3 4

)هاي كنيد كه جملات دنباله ملاحظه مي.  است ) و1(  مانند 2(
)هاي  نمودار دنباله. ها متفاوتند هم هستند، با وجود اين خود دنباله ) و 1(  در زير نشان داده شده 2(

 . است
 
 
 
 
 
 
 

 ١ . ١شکل 
 

  و جملات دنباله را روي محور كنند تر مي ها كار را ساده   معمولاً براي نمايش دنباله:تبصره 

، دنباله. دهند افقي نشان مي








+12n
nبدين طريق نمايش داده شده است. 

  فرد باشد  n  اگر 
   زوج باشدn  اگر
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 ٣ 

 
 
 
 

 ٢ . ١شكل 
  

}و به طور كلي، اگر }naتوان آن را به صورت  زير نمايش داد اي دلخواه باشد، مي  دنباله . 
 
 
 
 

 ٣ . ١شكل 
 
 

 ي همگراي ٢ . ١
 

در دنباله 
2 1

n
n

 
 + 

كنيم كه جملات متوالي دنباله به   توجه مي
2
شوند، هر   نزديكتر و نزديكتر مي1

اي از دنباله مساوي با  چند كه هيچ جمله
2
بينيم كه جملات به قدر دلخواه به  مي.  نيست1

2
1 

به بيان ديگر، . شوند، به شرط آنكه تعداد جملات را به قدر كافي بزرگ اختيار كنيم نزديك مي

توانيم  مي
2
1

12
−

+n
n 0 را كمتر از هر>ε دلخواهي بسازيم، هرگاه n را به قدر كافي بزرگ 

گوييم حد دنباله  بگيريم، به اين دليل است كه مي








+12n
n برابر 

2
 . است1

 

} دنباله :تعريف }na و عدد حقيقي Lگوييم دنباله : گيريم  را در نظر مي{ }na حد داراي L 
Lann نويسيم است، و مي

=
∞→

lim 0، در صورتي كه براي هر>ε عددي طبيعي مانند M وجود 
Mnداشته باشد، به طوري كه اگر  −>ε، آنگاه ≤ Lan . اين مطلب را به صورت  منطقي چنين

 :نويسيم مي
εε <−⇒≥∋∈∃>∀ LaMnNM n0 

N{...,1,2,3}در اينجا    (   )  مجموعه اعداد طبيعی است=
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 ٤ 

) دارد ε در حالت كلي بستگي به Mدر تعريف بالا  )( )εMM  Lاگر حد دنباله عددي مانند . =
 )يا متباعد(واگرا  است و در غير اين صورت، آن را )يا متقارب(باله همگرا دنگوييم  باشد، مي

 . نامند مي
 

 با استفاده از تعريف ثابت كنيد كه حد دنباله  :٣مثال 








+12n
n برابر با 

2
 . است 1

  بايستي نشان دهيم كه :حل
10

2 1 2
nM N n M

n
ε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − <

+
 

 ن نوشتتوا اما مي

24
1

24
1

2
1

12 +
=

+
−

=−
+ nnn

n 

  پيدا كنيم، به طوري كهM<0بنابراين، بايستي عددي مانند 

Mnاگر  1، آنگاه ≤
4 2n

ε<
+

 

>εاما   
+ 24
1

n
12 معادل است با       1

2
n

ε
+ ، كه  اين خود معادل است با             <

ε
ε

4
21−

>n   .     ،بنابراين

 عددي طبيعي باشد به طوري كه nاگر
ε

ε
4

21−
>n1، آنگاه

2 1 2
n

n
ε− <

+
 را Mپس كافي است . 

1عددي طبيعي بگيريم، به طوري كه 
4

21 +



 −≥

ε
εMه  کشود ، و ديده مي 

 ε<−
+

⇒≥
2
1

12n
nMn . به ويژه، اگر

8
1

=ε21 اختيار شود، آنگاه
2
31

2
1

4
11

=+



=+















 −
=M.  

 لذا 

8
1

2
1

12
2 <−

+
⇒>

n
nn 

  آنگاه n=4به عنوان مثال، اگر 

8
1

18
1

2
1

9
4

2
1

12
<=−=−

+n
n 

 

]دانيد   همانطور كه مي:توجه  .  علامت تابع جزء صحيح است[
 

) نشان دهيد كه حد دنباله، :٤مثال  )






 − +

n

n  .  است0 برابر با 11
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 ٥ 

)توجه كنيد كه جمله عمومي دنباله  :حل )
n

a
n

n

11 +−
) است، و = ) 11 +− n است، +1 مساوي 

توان به  بنابراين، جملات دنباله را مي.  زوج باشدn است، هرگاه −1 فرد باشد و مساوي nگاه هر
 : صورت زير نوشت

( ) ,...1,...,
5
1,

4
1,

3
1,

2
1,1

1

n

n+−
−− 

 اند و   گرديدهدر شكل پايين نقاط متناظر به جملات متوالي اين دنباله روي محور مشخص

1 2 3 4 5 6 7
1 1 1 1 1 11, , , , , , ,...

2 3 4 5 6 7
a a a a a a a− − −

= = = = = = = 
 : اينك اثبات حد.  در نوسان هستند0 است و جملات اطراف 0حد اين دنباله برابر 

( ) 11
0 0

n

M N n M
n

ε ε
+−

∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < 

)اما  )
ε

εε 111 1

>⇔<⇔<
− +

n
nn

n

11اكنون اگر . 
+



=
ε

M،آنگاه  اختيار شود  

( ) εε <−
−

⇒<⇒<⇒≥
+

01111 1

nnMn
Mn

n

 

 
 
 
 
 
  ٤ . ١شکل 

 

}، آنگاه دنباله r>1 ثابت كنيد اگر  :٥مثال  }nr است0 همگرا بوده و حد آن برابر با  . 

} آنگاه دنباله به صورت r=0 اگر :حل 00lim است و داريم 0{ =
∞→n

. 
10كنيم  پس فرض مي << rكنيم  و ثابت مي 

εε <⇒≥∋∈∃>∀ nrMnNM 
   استفاده كنيم، داريم10اكنون اگر از لگاريتم در مبناي 

εεε loglogloglog <⇔<⇔< rnrr nn 
10چون  << r0اريم ، دlog <r و بنابراين  

r
nrn

log
logloglog εε >⇔< 
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 ٦ 

1دهيم  قرار مي
log
log

+







≥

r
M ε و بنابراين  

εεεε
<⇒<⇒<⇒>⇒≥ nn rrrn

r
nMn loglogloglog

log
log 

0limپس  =
∞→

n

n
r يعني ،{ }nr همگراست0 به عدد  . 

}له  فرض كنيم دنبا:تبصره }na به عدد L همگرا باشد، يعني Lann
=

+∞→
lim پس طبق تعريف ،

 داريم 
εε <−⇒>∋∈∃>∀ LaMnNM n0 

 اما داريم 
εεεεε +<<−⇔<−<−⇔<− LaLLaLa nnn 

                                                 ( )εε +−∈⇔ LLan , 
}دهد كه جملات دنباله  ين نشان مي و ا }na از مرتبه M به بعد، همگي در داخل همسايگي 

 .  قرار دارندε و شعاع Lمتقارن به مركز 
 
 
 
 

 ٥ . ١شكل
 

}ديديم كه دنباله  }naعدد  به L همگرا است، هرگاه 
εε <−⇒>∋∈∃>∀ LaMnNM n0 

}گوييم كه دنباله  در غير اين صورت مي }naبايستي در اينجا توجه كرد كه اين واگرا .  واگراست
=∞بودن به معني آن است كه يا 

+∞→ nn
alimيش  و يا آنكه جملات دنباله با افزاn نه به سمت 

=∞براي حالت . كنند و نه به سمت عددي معين بينهايت ميل مي
+∞→ nn

alim ،به عنوان مثال ،
 . توان از تعريف زير استفاده نمود مي

 

} گوييم دنباله :تعريف }na وقتي ،n كند، در  كند، به سمت بينهايت ميل مي به بينهايت ميل
) عددي طبيعي مانند M<0صورتي كه براي هر عدد حقيقي  )K K M= وجود داشته باشد به 

 طوري كه 
nاگر  K≥ آنگاه Man > 

  يا به زبان منطق 
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 ٧ 

0 nM K N n K a M∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ > 
 نويسند  ين مطلب را بدين صورت هم ميا

∞→naهرگاه  +∞→n 
 

} نشان دهيد كه دنباله :٦مثال  } { }!nan =∞ واگراست و در حقيقت =
+∞→

!lim n
n

. 

nan! در اينجا جمله عمومي :حل  دانيم كه   بوده و مي=
( )! 1 2 ... 1

0! 1
n n n = × × × ≥


=

 

 دهيم كه  نشان مي
0 !M K N n K n M∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ > 

nnnچون  >= ]، پس اگر !! ] 1K M= n اختيار كنيم، آنگاه+ K n M≥ ⇒ >. 
nپس براي هر  K>داريم [ ]! ! 1n n n K M M= > > = + >. 

=∞و بنابراين 
+∞→

!lim n
n

. 
 

) همگرايي دنباله :٧مثال  ){ }11 +− nرا بررسي كنيد  . 

) جمله عمومي دنباله :حل ) 11 +−= n
naشود كه   است و ديده مي 

0 ,
2 ,n

n
a

n


= 


   

براي . سترسد كه دنباله واگرا به نظر مي.  هستند...,0,2,0,2,0,2پس جملات دنباله به صورت 
كه دنباله ) فرض خلف(كنيم  يعني فرض مي. كنيم اثبات اين مطلب از روش برهان خلف استفاده مي

 . شود دهيم كه اين فرض منجر به تناقض مي همگرا باشد و نشان مي
Lann باشد، يعني Lاگر دنباله داراي حد 

=
+∞→

lim آنگاه بنا بر تعريف  
εε <−⇒≥∋∈∃>∀ LaMnNM n0 

به ويژه، اگر 
2
1

=ε اختيار شود آنگاه عددي طبيعي مانند M وجود دارد به طوري كه اگر Mn ≥ 

آنگاه 
2
1

<− Lan ،يا، به عبارت معادل 
2
1

2
1

<−<− Lan . حال فرض كنيمMnn ≥21  1n بوده، ,
 naپس با توجه به تعريف .  زوج باشد2nفرد و 

1

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 12
2 2 2 2

n

n

a L L

a L L

− < − < ⇒ − < − <

− < − < ⇒ − < − <
 

 )بنابر قرارداد(

 فرد
 زوج 
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 ٨ 

اما اگر 
2
1

−>− Lآنگاه ، :
2
32 >− L و بنابراين L−2تواند كمتر از   نمي

2
 .  باشد1

دهد فرض خلف باطل است و بنابراين دنباله  آوريم كه نتيجه مي پس يك تناقض بدست مي
 . واگراست

 

} حد دنباله ):يكتايي حد(١قضيه  }na است) يكتا(، در صورت وجود، منحصر به فرد . 

  فرض كنيم:اثبات
  ( )1lim 1nn

a L
→+∞

) و = )2lim 2Lann
=

+∞→
 

21بايستي نشان دهيم كه  LL فرض كنيم . كنيم قضيه را به برهان خلف ثابت مي. =
21 LL 021 پس ،≠ >− LL. 

)بنابر )1                11111 0 εε <−⇒≥∋∈∃>∀ LaMnNM n 
)بنابر )2            2 2 2 2 20 nM N n M a Lε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < 

حال اگر 
2

21
21

LL −
== εε اختيار كنيم، داريم  

2

2
21

222

21
111

LL
LaMnNM

LL
LaMnNM

n

n

−
<−⇒≥∋∃

−
<−⇒≥∋∃

ε

ε
 

}هاي راست در بالا  اكنون براي استفاده از هر دو نامساوي طرف }1 2,M ma x M M=و   گرفته 
Mnكنيم كه  فرض مي  پس در عين حال . ≤

2
21

2
LL

Lan
−

 و −>
2

21
1

LL
Lan

−
<− 

 
 نوشت   توان مي

( ) ( ) 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 22 2n n n n

L L L L
L L L a a L L a a L L L

− −
− = − + − ≤ − + − < + = − 

2121دست آورديم كه يعني ب LLLL . شود كه فرض خلف باطل است با اين تناقض ديده مي. −>−
21پس  LL  .  است و قضيه ثابت شده=

 

 ها   اعمال اصلي روي دنباله ٣ . ١
 
در قسمت قبل شاهد تعريف دنباله و تحقيق در همگرايي آن با استفاده از تعريف بوديم و همگرايي 

هاي  اكنون به وسيله اعمال بردنباله ها از روي دنباله. چند مثال را به اين روش بررسي كرديم
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١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ٩ 

قضايايي در اين مورد بيان و بعضي از آنها را ثابت سازيم و سپس  هاي جديدي مي مفروض، دنباله
 . كنيم، بدين ترتيب، توانايي ما در محاسبه حد دنباله ها بيشتر خواهد شد مي

}اينك فرض كنيم  }naو { }nbدر اين صورت حاصلجمع، تفاضل، . هاي مفروضي باشند  دنباله
 : هاي اين دو دنباله به ترتيب عبارت هستند از دنبالهحاصلضرب و خارج قسمت 

{ } ( )*n na b+  { },n na b−   { }. ,n na b   ,n

n

a
b

 
 
 

 

}به عنوان مثال اگر . nb≠0البته براي ساختن دنباله خارج قسمت بايستي  } ( ){ }n
na  و =−1

{ }








+
=

1
1

2n
bn آنگاه ، 

{ } ( )

{ } ( )

{ } ( ) ( ) ( ){ }

2

2

2
2

11 ,
1

11 ,
1

1
. , 1 1

1

n
n n

n
n n

n
nn

n n
n

a b
n

a b
n

aa b n
n b

 
+ = − + + 

 − = − − + 
 −   = = − +   +    

 

}هاي  دهد كه با استفاده از همگرايي دنباله قضاياي زير به ما امكان مي }naو { }nb به بررسي 
)هاي  همگرايي دنباله  .  بپردازيم*(

 

1limاگر  :٢ه قضي Lann
=

+∞→
2lim و  Lbnn

=
+∞→

) آنگاه    ) 21lim LLba nnn
+=+

+∞→
. 

  بايستي نشان دهيم كه :اثبات
( ) ( )1 20 n nM N n M a b L Lε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ + − + < 

1limچون  Lann
=

+∞→
  پس 

1 1 1 1 10 nM N n M a Lε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < 
2limو چون  Lbnn

=
+∞→

  پس 

2 2 2 2 20 nM N n M b Lε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < 

اكنون فرض كنيم
221
εεε } و == }21 ,max MMM Mnبنابراين، اگر . = ، آنگاه در عين حال ≤

1 2na L ε
−  و >

22
ε

<− Lbn .توان نوشت مي 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2( )
2 2n n n n n na b L L a L b L a L b L ε ε ε+ − + = − + − ≤ − + − < + = 
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١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ١٠ 

NM عددي مانند ε<0خلاصه نشان داديم كه براي هر  Mn وجود دارد به طوري كه اگر ∋ ≥ ،
)آنگاه ) ( ) ε<+−+ 21 LLba nn ،يعني ( ) 21lim LLba nnn

+=+
+∞→

 .  و اثبات تمام است
 

}توان نشان داد كه اگر   به سادگي مي:تبصره }naباشد و اي همگرا   دنبالهc عددي ثابت، آنگاه 
}دنباله  }nca نيز همگرا است و داريم nnnn

acca
+∞→+∞→

= limlim . فرض كنيمLann
=

+∞→
lim . در حقيقت

 بايستي نشان دهيم 
0 nM N n M ca cLε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < 

−=−=>ε، آنگاه c=0اگر  000cLcan كه حكم براي هر ،NM  .  برقرار است∋
Lann چون c≠0فرض كنيم كه 

=
+∞→

lim پس ، 

1 1 1 10 nM N n M a cε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < 

اگر 
c
εε   در نظر بگيريم، آنگاه 1=

εεε =×=×<−=−
c

ccLaccLca nn 1 

NMM عددي مانند ε<0خلاصه براي هر  ∈= Mn وجود دارد، به طوري كه اگر 1  آنگاه ≤
ε<− cLcanخواستيم نشان دهيم  و اين همانست كه مي. 
  

1lim اگر :٣قضيه  Lann
=

+∞→
2lim و Lbnn

=
+∞→

  ، آنگاه
)       )الف ) 21lim LLba nnn

−=−
+∞→

. 
)           )ب ) 1 2lim .n nn

a b L L
→+∞

=. 

}توان دنباله  مي) الف  :اثبات }nn ba ) را به صورت − ){ }nn ba  . در نظر گرفت+−1
  و تبصره بعد از آن داريم ٢حال با توجه به قضيه 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )1 2 1 2

lim lim 1 lim lim 1

lim 1 lim 1 .

n n n n n nn n n n

n nn n

a b a b a b

a b L L L L
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞

− = + − = + − =

+ − = + − = −
 

در مبحث حد توابع اين مطلب را در حالت كلي ثابت (پذيريم  ياين قسمت را بدون اثبات م) ب
 ). خواهيم كرد

 . پذيريم قضيه زير را هم بدون اثبات مي
 

1lim اگر :٤قضيه  Lann
=

+∞→
2lim و  Lbnn

=
+∞→

   ، آنگاه n  ،0≠nb و براي هر 
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١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ١١ 

) الف
2

11lim
Lbn

n
=

+∞→
) ب  

2

1lim
L
L

b
a

n

n
n

=
+∞→

02در صورتي كه  ( ≠L ( 

 

 
 هاي كراندار و يكنوا   دنباله٤-١
 

}گوييم دنباله  :تعريف }na 
( )i است، در صورتي كه براي هر عدد طبيعي صعودي n1اشيم  داشته ب+≤ nn aa؛ 

( )ii است، در صورتي كه براي هر عدد طبيعي نزولي n 1 داشته باشيمn na a +≥. 
 .ناميم مييكنوا اگر دنباله صعودي يا نزولي باشد آن را 

 
>+1توجه كنيد كه اگر  nn aa) 1 خاصي از حالت+≤ nn aa ( نامند، و اگر   ميصعودي اكيددنباله را

1+> nn aa نامند  مينزولي اكيد دنباله را . 
 

 : هاي زير صعودي، نزولي يا غير يكنواست  معين كنيد هر يك از دنباله:٨مثال 

( )
2 1

n i
n

 
 + 

   ( )ii
n






1  ( ) ( )iii

n

n







 − +11 

) :حل )i1توان بدين صورت نوشت   جملات دنباله را مي 2 3 4 1, , , ,..., , ,...
3 5 7 9 2 1 2 3

n n
n n

+
+ +

 كه 

در آن جمله عمومي دنباله 
12 +

=
n
nanكنيم،  وقتي به چهار جمله اول دنباله نگاه مي.  است

رسد كه در حالت  بنابراين به نظر مي. كنند ، جملات صعود ميnكنيم كه با افزايش  ملاحظه مي
≥+1كلي  nn aa .توان نوشت مي 

 

( ) ( ) ( )1
1 2 3 1 2 1

2 1 2 3n n
n na a n n n n

n n+
+

≤ ⇔ ≤ ⇔ + ≤ + +
+ +

 
2 22 3 2 3 1 0 1n n n n⇔ + ≤ + + ⇔ ≤ 

10 چون  ≥+1 همواره برقرار است، پس ≥ nn aa در حقيقت دنباله ( يعني دنباله صعودي است
 ). صعودي اكيد است

( )ii1  توان بدين صورت نوشت  جملات دنباله را مي 1 1 1 11, , , ,..., , ,...
2 3 4 1n n +
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١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ١٢ 

كه در آن 
n

an
1

<+1توان نشان داد كه  به سادگي مي.  جمله عمومي دنباله است= nn aa يعني 
 . ستدنباله نزولي اكيد ا

( )iiiتوان بدين صورت نوشت  جملات دنباله را مي:  
( ) ( ) ,...

1
1,1,...,

4
1,.

3
1,

2
1,1

21

+
−−−− ++

nn

nn

 

)كه در آن  )
n

a
n

n

11 +−
2132شود كه  ديده مي.  جمله عمومي دنباله است= , aaaa در حالت . ><

)كلي، سه جمله متوالي  ) ( ) ( )
n

a
n

a
n

a
n

n

n

n

n

n

12

1

3

2
1,

1
1,

2
1 ++

+

+

+
−

=
+

−
=

+
−

 .يريمگ  را در نظر مي=
121 فرد باشد، nاگر  , +++ >< nnnn aaaa و اگر n ،1 زوج باشد 2 1,n n n na a a a+ + +> پس دنباله . >

 . نه صعودي و نه نزولي، و بنابراين غير يكنواست
 

} براي دنباله كران پايين ک را يC عدد  :تعريف }naناميم، در صورتي كه براي هر عدد   مي
naC را داشته باشيم، nطبيعي  } را يك كران بالا براي دنباله D و عدد ≥ }naناميم، در   مي

Dan داشته باشيم، nصورتي كه براي هر عدد طبيعي  ≤. 

 به عنوان مثال در دنباله 








+12n
n كه جملات آن ,...

12
,..,

9
4,

7
3,

5
2,

3
1

+n
n هستند، عدد صفر 

عدد . يك كران پايين دنباله است
3
ا  كران پايين ديگري است و در حقيقت هر عدد كوچكتر ي1

مساوي 
3
همچنين در دنباله . شود  يك كران پايين اين دنباله محسوب مي1









n
 با جملات 1

,...1,..,
4
1,

3
1,

2
1,1

n
 نيز هر  و0عدد.  يك كران بالاي دنباله است1 و نيز هر عدد بزرگتر از 1 عدد 

 .  يك كران پايين اين دنباله است0عدد كمتر از 
 

} يك كران پايين دنباله A اگر :تعريف }na باشد و داراي اين خاصيت باشد كه براي هر كران 
} از Cپايين  }na ،AC طور، اگر  همين. شود  دنباله ناميده ميبزرگترين كران پايين A، آنگاه ≥

B يك كران بالاي دنباله{ }na باشد و داراي اين خاصيت باشد كه براي هر كلان بالاي D از 
{ }na،DB  . شود  دنباله ناميده ميكوچكترين كران بالاي B، آنگاه ≥

به عنوان مثال در دنباله 








+12n
n عدد 

3
 ، داريم n بزرگترين كران پايين است و چون براي هر 1

2
1

12

1
12

<
+

=
+

n
n
n  
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١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ١٣ 

پس 
2
در دنباله .  كوچكترين كران بالاي دنباله است1









n
 0 كوچكترين كران بالا و عدد 1 عدد 1

 . بزرگترين كران پايين است
 

} دنباله :ريفتع }naديده . ناميم، درصورتي كه داراي كران بالا و كران پايين باشد  مي كراندار را
 توان دنباله كراندار را تعريف   به صورت زير هم مي. شود كه هر دو دنباله فوق كراندار هستند مي
 . كرد

 

} دنباله :تعريف }naاگر عدد حقيقي مثبتي مانند . گيريم  را در نظر ميK وجود داشته باشد به 
Nnطوري كه براي هر   ، داشته باشيم ∋

Kan ≤ 
 . ناميم  ميبي كران، و در غير اين صورت آن را كراندارآنگاه دنباله را 

 

)هاي   دنباله:٩مثال  ){ } { }














 +−

nn
n 1,11,2,1 }هاي   كراندار و دنباله2 } { }nn ,1 2+ ،( ){ }nn1− 

 . كران هستند بي

در دنباله  (i)  :حل








n
Nnبراي هر  ،يعنی ،  همواره1 11، داريم ∋

≤
n

. 

(ii)  در دنباله






 + 2

11
n

211   همواره داريم 2 ≤+
n

. 

(iii)   در دنباله{  .  هستند2 كليه جملات برابر با عدد ثابت 2{
(iv)  در دنباله( ){ }n1− همواره داريم ( ) 11 ≤− n. 
(v)  دنباله{ }n0كران است، زيرا اگر  ي ب>k عدد دلخواهي باشد، با انتخاب [ ] 10 += knبينيم   مي

0nnكه براي هر  kn داريم ≤ >. 
(vi)  دنباله{ }21 n+0كران است، زيرا اگر   بي>kبا انتخاب  د دلخواهي باشد، عد [ ] 10 += kn 
0nnبينيم كه براي هر  مي kn داريم ≤ >+ 21. 

)vii(  دنباله( ){ }nn1−كران است، زيرا   بي( ) nnn  توان بزرگتر از هر عدد مثبت  را ميn و1−=
 .دلخواهي انتخاب كرد 

 

  توجه كنيد كه:تبصره
[ ]kkakakka nnn ,−∈⇔≤≤−⇔≤ 
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١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ١٤ 

}يعني دنباله  }naناميم، در صورتي كه عدد مثبتي مانند   را كراندار ميk يافت شود به طوري كه 
 .  واقع شوندkكليه جملات دنباله در همسايگي به مركز صفر و شعاع 

 
 
 
 
 

 ٦ . ١شکل 
 

 يادآوري اصل كمال 
 
هر زير مجموعه غير تهي از اعداد حقيقي كه داراي كران پايين باشد، داراي بزرگترين كران پايين 

 مجموعه غير تهي از اعداد حقيقي كه داراي كران بالا باشد، داراي  زيرهمچنين، هر. است
 . كوچكترين كران بالا است

كند و نيازي به  ها گاهي اوقات تنها اطلاع از همگرايي دنباله براي ما كفايت مي  بررسي دنبالهدر
 . هاي يكنوا بسيار مفيد است قضيه زير در مورد همگرايي دنباله. مقدار دقيق حد دنباله نداريم

 

 .  هردنباله كراندار يكنوا همگراست:٥قضيه 

فرض كنيم دنباله . م كه دنبالة يكنوا، صعودي باشدكني  قضيه را براي حالتي ثابت مي:اثبات
}مورد نظر  }naاز آنجايي كه .  باشد{ }naبنابر اصل كمال .  كراندار است، داراي يك كران بالا است

{ }na داراي كوچكترين كران بالا است كه آن را Bدر اين صورت اگر . ناميم  ميε عدد مثبت 
BBتواند يك كران بالا براي دنباله باشد، زيرا   نميε−Bدلخواهي باشد،  <− ε و B كوچكترين 

   وجود دارد، بطوري كه0nپس عددي طبيعي مانند . كران بالاي دنباله است
( )1

0naB <− ε 
} كوچكترين كران بالاي Bچون  }naبنا بر تعريف كران بالا براي هر .  استn N∈داريم   

( )2na B≤ 
}چون  }naاي صعودي است، براي هر عدد طبيعي  باله دنn داريم  

( )31+≤ nn aa 
0nnو بنابراين براي هر    داريم ≤

0n na a≤ 
)از  ) ( ) ( 0nnشود كه براي هر    نتيجه مي1,2,3( ≥      
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١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ١٥ 

0n nB a a Bε ε− < ≤ ≤ + 
  :آوريم كه از آن به دست مي

0nnبراي هر  ≥ ،εε +<<− BaB n 0 يا به عبارت معادل براي هرnn ≥ ،εε <−<− Ban كه 
 توان به صورت زير نوشت؛  آن را مي

0nnبراي هر  ≥ ε<− Ban 
  ايم كه پس در حقيقت ثابت كرده

0 00 nn N n n a Bε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < 
Bannيعني 

=
+∞→

lim . بنابراين دنباله{ }naهمگراست  . 
}براي اثبات قضيه وقتي  }naاي نزولي است، دنباله   دنباله{ }na−شود، در نظر   را كه صعودي مي

 . اين قسمت را به عنوان تمرين كامل كنيد. بريم گيريم و استدلال بالا را در مورد آن به كار مي مي
 

 : شود كه  ديده مي٥ با استفاده از قضيه :تبصره
}اگر ) ١ }naاي صعودي باشد و   دنبالهDيك كران بالا براي آن، آنگاه  { }na همگراست و 

Da nn
≤

+∞→ `lim. 
}اگر ) ٢ }naاي نزولي باشد و   دنبالهC يك كران پايين براي آن، آنگاه { }na همگراست و 

Ca nn
≥

+∞→ `lim. 
 

 نشان دهيد كه دنباله ٥ با استفاده از قضيه :١٠مثال 








!
2
n

n

 .  همگراست

 هاي دنباله داده شده عبارتند از   جمله:حل

( )
1 2 3 4 12 2 2 2 2 2, , , ,..., , ,....

1! 2! 3! 4! ! 1 !

n n

n n

+

+
 

 يا پس از ساده كردن 

( ) ,...
!1

2,
!

2,...,
3
2,

3
4,2,2

1

+

+

nn

nn

 

4321بينيم كه  مي aaaa حقيق بايستي ت.  و بنابراين دنباله داده شده ممكن است نزولي باشد=<<

≤+1كنيم كه  nn aa ،يعني ،
( )

12 2
! 1 !

n n

n n

+

≥
+

 توان نوشت  اما مي. 

( ) ( ) ( ) 21!2.21!2!2!12
!1

2
!

2 1
1

≥+⇔≥+⇔≥+⇔
+

≥ +
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١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ١٦ 

≤+1نامساوي آخري همواره درست است و بنابراين، معادل با آن،  nn aa همواره درست است، يعني 
 يك كران پايين آن است، پس 0 يك كران بالاي دنباله و عدد 2عدد . دنباله نزولي و لذا يكنواست

در نتيجه، دنباله . دنباله كراندار است








!
2
n

n

 . همگراست٥ يك دنباله كراندار يكنواست و بنابر قضيه 

 

1limكنيد كه  ثابت a<0 براي عدد مفروض :١١مثال  =
+∞→

n
n

a. 

=−1دهيم   و قرار ميa<1 ابتدا فرض كنيم :حل n
n ax .در اين صورت بنا بر قضيه دو 

)اي نيوتن داريم   جمله ) ( ) 21
1 1 ...

2!
n n

n n n n n
n n

a x nx x x nx
−

= + = + + + + زيرا به سادگي  (<

و بنابراين ) nx<0شود كه  ديده مي
n
axn  شود  ، كه از آن نتيجه مي0>>

01limlim0 =≤≤
+∞→+∞→ n

ax
nnn

 

)بنابراين  ) 01limlim =−=
+∞→+∞→

n
nnn

ax  ،آوريم  كه از آن به دست مي 
1lim =

+∞→

n
n

a 
n ،1=n، آنگاه واضح است كه براي هر a=1اگر  a و بنابراين  

11limlim ==
+∞→+∞→ n

n
n

a 

10 اگر  << a 11، آنگاه
>

a
11lim همانطور كه در بالا ديديم لذا و  =

+∞→
n

n a
اكنون . 

1داريم
1lim

1
1

1limlim ===

+∞→

+∞→+∞→
n

n
n

n
n

n

aa

a. 

 

  ثابت كنيد كه دنباله :١٢مثال 

1 2 3, , ,...,x a x a a x a a a= = + = + + 

( )1... ,... 0n nx a a a a a x a−= + + + + = + > 
 . حد آن را نيز پيدا كنيد. همگراست

}شود كه دنباله   به سادگي ديده مي:حل }nxاست و اين مطلب را به استقراء  اکيد صعودي 
=+−1رابطه بازگشتي . توان نشان داد مي nn xax1دهد كه   نتيجه مي

2
−+= nn xaxن  و بنابراي 

11 +<+= −

nn

n

n
n x

a
x

x
x
ax 
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١دیفرانسیل و انتگرال حساب   
دنباله ها : ١    فصل               دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین   

 ١٧ 

nnزيرا  xx nxاما . 1−> a≥ و بنابراين براي هر Nn∈ ،1na x a≤ < }پس . + }nx كراندار 
} نتيجه مي شود كه ٥از قضيه . و صعودي است }nxكنيم كه  فرض مي. است همگرlim nn

x c
→+∞

 و =
cكنيم توجه داريم كه   را پيدا مي 

2 2lim limn nn n
c x x a c

→+∞ →+∞
= + = + 

2cو بنابراين  a c=  آوريم  با حل اين معادله بدست مي. +
1 1 4

2
ac + +

= 
 .زيرا پاسخ منفي معادله قابل قبول نيست
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